On the completeness of the calculus of logic
(1929)

1. Introduction

The main object of the following investigations is the proof of the com-
pleteness of the axiom system for what is called the restricted functional
calculus, namely the system given in Whitehead and Russell 1910, Part 1,
*1 and *10, and, in a similar way, in Hilbert and Ackermann 1928 (hereafter
cited as H. A.), ITI, §5. Here ‘completeness’ is to mean that every valid for-
mula expressible in the restricted functional calculus (a valid Zdhlaussage,
as Lowenheim would say) can be derived from the axioms by means of a
finite sequence of formal inferences. This assertion can easily be seen to
be equivalent to the following: Every consistent axiom system! consisting
of only Zdhlaussagen has a realization. (Here ‘consistent’ means that no
contradiction can be derived by means of finitely many formal inferences.)
The latter formulation seems also to be of some interest in itself, since the
solution of this question represents in a certain sense a theoretical com-
pletion of the usual method for proving consistency (only, of course, for
the special kind of axiom systems considered here); for it would give us a
guarantee that in every case this method leads to its goal, that is, that one
must either be able to produce a contradiction or prove the consistency by
means of a model.? L. E. Brouwer, in particular, has emphatically stressed
that from the consistency of an axiom system we cannot conclude without
further ado that a model can be constructed. But one might perhaps think
that the existence of the notions introduced through an axiom system is to
be defined outright by the consistency of the axioms and that, therefore,
a proof has to be rejected out of hand. This definition (if only we impose
the self-evident requirement that the notion of existence thus introduced
obeys the same operation rules as does the elementary one), however, man-
ifestly presupposes the axiom that every mathematical problem is solvable.
Or, more precisely, it presupposes that we cannot prove the unsolvability
of any problem. For, if the unsolvability of some problem (in the domain
of real numbers, say) were proved, then, from the definition above, there

LA detailed definition is given in a subscquent section.

2To be sure, the existence of this alternative is not proved in the intuitionistic sense
(that is, through a decision procedure); see below.
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nicht isomorpher Realisierungen des Axiomensystems der reellen Zahlen
folgen, wahrend man anderseits die Isomorphie je zweier Realisierungen
beweisen kann. Nun ist aber ein Beweis der Unlosbarkeit eines Problems
durchaus nicht von vorneherein auszuschlieBen, wenn man bedenkt, daf
es sich dabeil nur um Unlosbarkeit mit gewissen genou anzugebenden for-
malen Schlufiweisen handelt. Denn alle hier in Betracht kommenden Be-
griffe (beweisbar, widerspruchslos etc.) haben ja nur dann einen exak-
ten Sinn, wenn man die zugelassenen SchluBiweisen genau abgrenzt. Diese
Uberlegungen beanspruchen iibrigens nur, die Schwierigkeiten, welche mit
einer solchen Definition des Existenzbegriffes verbunden wéaren, ins rechte
Licht zu setzen, ohne iiber ihre Moglichkeit oder Unméglichkeit endgiltig
etwas zu behaupten.

Ersetzt man den Begriff des logischen Folgens (formal beweisbar in
endlich vielen Schritten) durch Implikation im Russellschen Sinn, genauer
durch formale Implikation, wobei die Variabeln die Grundbegriffe des
betreffenden Axiomensystems sind, so folgt die Existenz eines Modells
fiir ein widerspruchsfreies (d. h. jetzt, keinen Widerspruch implizierendes)
Axiomensystem aus der Tatsache, dafl eine falsche Aussage jede andere,
also auch jeden Widerspruch impliziert (daraus folgt indirekt sofort die
Behauptung).®

Zum Schlufl noch eine Bemerkung iiber die in der folgenden Arbeit ange-
wandten Beweismittel. In diesen sind keinerlei Beschrankungen gemacht
worden. Insbesondere wird vom Satz vom ausgeschlossenen Dritten fiir
unendliche Gesamtheiten wesentlich Gebrauch gemacht (das Uberabzihl-
bare wird hingegen im Hauptbeweis nicht verwendet). Es hat vielleicht
den Anschein, dafl dadurch der ganze Vollstindigkeitsbeweis wertlos wird.
Denn was bewiesen werden soll, kann ja als eine Art Entscheidbarkeit
aufgefafit werden (jeder Ausdruck des engeren Funktionenkalkiils kann ent-
weder durch endlich viele Schliisse als allgemein giltig erkannt oder seine
Allgemeingiltigkeit durch ein Gegenbeispiel widerlegt werden). Anderseits
scheint der Satz vom ausgeschlossenen Dritten nichts anderes auszusagen
als die Entscheidbarkeit jedes Problems. Doch ist dagegen Folgendes einzu-
wenden:

1.) Wird der Satz vom ausgeschlossenen Dritten nur von intuitio-
nistischer Seite so interpretiert.

2.) Wird, selbst wenn man diese Interpretation annimmt, damit keines-
wegs die Losbarkeit mit bestimmien Hilfsmitteln sondern nur mit allen

3Das scheint zuerst R. Carnap in einer noch unveréffentlichten Arbeit bemerkt zu
haben, die er so freundlich war, mir im Manuskript zur Verfligung zu stellen.
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would follow the existence of two non-isomorphic realizations of the ax-
iom system for the real numbers, while on the other hand we can prove
the isomorphism of any two realizations. We cannot at all exclude out of
hand, however, a proof of the unsolvability of a problem if we observe that
what is at issue here is only unsolvability by certain precisely stated formal
means of inference. For, all the notions that are considered here (provable,
consistent, and so on) have an exact meaning only when we have precisely
delimited the means of inference that are admitted. These reflections, inci-
dentally, are intended only to properly illuminate the difficulties that would
be connected with such a definition of the notion of existence, without any
definitive assertion being made about its possibility or impossibility.

If we replace the notion of logical consequence (that is, of being formally
provable in finitely many steps) by implication in Russell’s sense, more
precisely, by formal implication, where the [functional] variables are the
primitive notions of the axiom system in question, then the existence of a
model for a consistent axiom system (now taken to mean one that implies
no contradiction) follows from the fact that a false proposition implies any
other, hence also every contradiction (whence the assertion follows at once
by indirect argument).?

In conclusion, let me make a remark about the means of proof used
in what follows. Concerning them, no restriction whatsoever has been
made. In particular, essential use is made of the principle of the excluded
middle for infinite collections (the nondenumerable infinite, however, is
not used in the main proof). It might perhaps appear that this would
invalidate the entire completeness proof. For what is to be proved can, after
all, be viewed as a kind of decidability (every expression of the restricted
functional calculus either can be recognized as valid through finitely many
inferences or its validity can be refuted by a counterexample). On the other
hand, the principle of the excluded middle seems to express nothing other
than the decidability of every problem. To this, however, the following
objections can be made:

(1) The principle of the excluded middle is interpreted this way only by
those of the intuitionistic persuasion;

(2) Even if we accept this interpretation, what is affirmed is the solvabil-
ity not at all through specified means but only through all means that are

3This scems to have been noted for the first time by R. Carnap in a hitherto unpub-
lished work, which he was kind enough to put at my disposal in a manuscript form.
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iiberhaupt erdenklichen Hilfsmitteln behauptet, wihrend in der folgenden
Arbeit gerade bewiesen wird, daf§ jeder allgemein giltige Ausdruck sich mit
ganz bestimmten konkret aufgezdihlten Schlufiregeln deduzieren lasse. Vom
intuitionistischen Standpunkt aus wiirde das ganze Problem {iberhaupt ein
anderes werden, weil schon der Sinn der Aussage: “Ein Relationensystem
erfullt einen logischen Ausdruck” (d. h. der durch Einsetzung entstehende
Satz ist wahr) ein fundamental anderer wire. Denn man miiite ja verlan-
gen, dafi die in dem Ausdruck vorkommenden Existenzialbehauptungen
konstruktiv bewiesen waren. Ferner ist klar, daB ein intuitionistischer
Vollstandigkeitsbeweis (als Alternative: beweisbar—durch Gegenbeispiele
widerlegbar) nur durch Losung des Entscheidungsproblems der mathema-
tischen Logik gefiihrt werden konnte, wahrend im Folgenden nur eine
Transformation dieses Problems, nimlich seine Zurlickfiihrung auf die
Frage, welche Formeln formal beweisbar sind, beabsichtigt wird. Schlie-
lich ist auch noch zu bedenken, da§ das hier behandelte Problem ja nicht
erst durch den Grundlagenstreit aufgetaucht ist {wie etwa das Problem
der Widerspruchslosigkeit der Mathematik), sondern, auch wenn die in-
haltliche Geltung der “naiven” Mathematik niemals angezweifelt worden
wére, innerhalb dieser sinnvoll gestellt werden koénnte (im Gegensatz z. B.
zum Problem der Widerspruchslosigkeit), weshalb eine Einschrankung der
Beweismittel nicht dringender zu sein scheint als bei irgend einem anderen
mathematischen Problem. Soviel iiber den Hauptgegenstand der Arbeit.

Als Nebenuntersuchungen werden noch folgende durchgefiihrt werden:

1.) Wird der Vollstandigkeitsbeweis auf den Fall ausgedehnt, dafl man
Identitat als logischen Grundbegriff hinzunimmt.

2.) Wird die Frage der gegenseitigen Unabhéngigkeit der Axiome fiir
das zugrundegelegte logische Axiomensystem behandelt.

3.) Wird der Vollstandigkeitssatz (jede allgemeingiltige Formel ist be-
weisbar) auf abzihlbare Systeme von Formeln ausgedehnt.

2. Vorbereitende Bemerkungen iiber
das zugrundegelegte logische Axiomensystem und
die verwendete Terminologie

Bevor wir zum eigentlichen Thema iibergehen, soll einiges iiber das
zugrundegelegte logische Axiomensystem und die angewandten Bezeich-
nungen gesagt werden. Wir schlieBen uns dabei im wesentlichen an H.

10b allerdings ein so allgemeiner Losbarkeitsbegriff und damit die in Rede stehende
Interpretation vom Satz des ausgeschlossenen Dritten uberhaupt einen Sinn hat, er-
scheint fraglich.
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in any way imaginable,* while what is shown below is precisely that ev-
ery valid expression can be derived through completely specified, concretely
enumerated inference rules. From the intuitionistic point of view, the entire
problem would be a different one, because already the meaning of the state-
ment ‘A system of relations satisfies a logical expression’ (that is, the sen-
tence obtained through substitution is true) would be a fundamentally dif-
ferent one. For we would then have to require that the existential assertions
occurring in the expression be constructively proved. It is clear, moreover,
that an intuitionistic completeness proof (with the alternative: provable or
refutable by counterexamples) could be carried out only through the solu-
tion of the decision problem for mathematical logic, while in what follows
only a transformation of that problem, namely its reduction to the question
which formulas are formally provable, is intended. Finally, we must also
consider that it was not the controversy regarding the foundations of math-
ematics that caused the problem treated here to surface (as was the case,
for example, for the problem of the consistency of mathematics); rather,
even if it had never been questioned that ‘naive’ mathematics is correct
as to its content, this problem could have been meaningfully posed within
this naive mathematics (unlike, for example, the problem of consistency),
which is why a restriction on the means of proof does not seem to be more
pressing here than for any other mathematical problem. So much for the
principal topic of the present work.

The following collateral investigations will be conducted:

(1) The completeness proof will be extended to the case in which identity
is added as a fundamental logical notion;

(2) The question of the mutual independence of the axioms will be
treated for the logical axiom system adopted;

(3) The completeness theorem (every valid formula is provable) will be
extended to denumerable systems of formulas.

2. Preliminary remarks on
the logical axiom system adopted and
the terminology used

Before we proceed to the subject proper, we must say a few words about
the logical axiom system adopted and the notation used. Here we essen-
tially follow H. A. The object of the investigation will be certain combina-

41t seems questionable, however, whether a notion of solvability that is so sweeping—
and, consequently, the interpretation of the principle of the excluded middle that is at
issue here—makes any sense at all.
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A. an. Den Gegenstand der Untersuchung bilden gewisse Zeichenkom-
binationen (logische Ausdriicke). Diese bauen sich aus den Grundzeichen
(Gegenstandsvariable, Funktionsvariable,> Aussagevariable, das Zeichen fiir
oder Vv, Negation ~ ", alle (z)) in der H. A., T1I, § 4 angegebenen Weise auf.
Wir setzen voraus, dafl uns fiir jede Variablenart abzéhlbar viele Zeichen
zur Verfugung stehen. Es werden auch Ausdriicke, in denen das Zeichen =
(in der Verwendungsweise © = y; z, y Individuenvariable) vorkommt, be-
trachtet werden. Sollen diese mitumfafit werden, so wird das immer durch
den Zusatz “im weiteren Sinn” (i. w. S.) angedeutet werden, entsprechend
“im engeren Sinn” (i. e. S.). Ferner denken wir uns die Zeichen &, —,
~, (E), in der Gblichen Weise lediglich als Abkirzungen eingefithrt. Das zu-
grunde gelegte logische Axiomensystem ist (im wesentlichen) das
Russell’sche. D. h.: Folgende Ausdriicke sollen logische Aziome heiflen:

1) XVvX—X, 4) (X-Y)—={ZVvX—ZVY),
2) X—-XVY, 5.) (2)F(z) — F(y),
3) XVY-YVX, 6.) (@) XVF(zx)]— XV (2)F(z).

Unter Aziomen i. w. S. sollen 1 bis 6, sowie
7.) z=uz, 8) z=y—[F(z) — F(y)]®

Als Schlufiregeln gelten die folgenden:

1.) Das SchluBischema.

2.) Die Einsetzungsregel fiir Aussage- und Funktionsvariable.

3.) Aus A(z) darf (z)A(x) geschlossen werden.

4.) Individuenvariable (freie oder gebundene) diirfen beliebig anders
bezeichnet werden.”

Aus den Schluflregeln ergibt sich der Sinn von: “bewessbar” und “wider-
legbar™ (A ist widerlegbar soll bedeuten A ist beweisbar). Ein Ausdruck, in
dem samtliche Prifixe am Anfang stehen, soll “Normalousdruck” heiflen.
Ein Ausdruck, der keine anderen als Aussagevariable enthalt, “Aussage-
formel”. Die bisher eingefiihrten Begriffe haben das Gemeinsame, daf} sie
sich lediglich auf die Zeichen als raumliche Figuren beziehen. Ihnen ste-
hen gegeniiber solche, bei denen auf die Bedeutung der Formeln Bezug
genommen wird. Sei A irgend ein logischer Ausdruck, der die Funktions-
variabeln Fy, Fy, ..., Fy, die freien Individuenvariabeln z1,z2,...,z; und
die Aussagevariabeln X3, Xa,...,X,, und sonst nur gebundene Variable

5Die verschiedenstelligen Relationen sollen, wenn es die Deutlichkeit fordert, durch
obere Indizes unterschieden werden.

SDie andern bisher aufgestellten Axiomensysteme (Frege, Bernays) unterscheiden
sich vom Russellschen nur unwesentlich, so daf sich der Vollstandigkeitsbeweis sofort
auf sie {ibertrigt.

"Bei 2.) und 4.) miissen gewisse Kautelen hinzugefiigt werden, siehe H. A., IIL, § 5.



On the completeness of the calculus of logic 67

tions of signs (logical expressions). These are constructed from the primitive
signs (individual variables, functional variables,® propositional variables,
the signs V for ‘or’, 7 for negation, (z) for ‘all’) in the manner given in
H. A., III, §4. We assume that we have at our disposal denumerably many
signs for each kind of variable. We shall also consider expressions in which
the sign = (as used in ‘z = ¢’, z and y being individual variables) occurs.
Whenever such expressions are permitted, this will always be indicated
by the addition ‘in the extended sense’ (i. t. e. s.), as opposed to ‘in the
restricted sense’ (i. t. r. s.). Further, we consider that the signs &, —, ~,
(E) have been introduced in the usual way, purely as abbreviations. The
logical axiom system adopted is {essentially) that of Russell. That is, the
following expressions are to be called logical azioms:

(1) XvX—-X, 4 (X-Y)—(ZVvX—>2ZVY),
(2) X—>XVY, (5) (2)F(z) — Fy),
(3) XvY—-YVX, 6) (z)[XVF(z)]— XV (z)F(z).

The azioms i. t. e. s. are (1) through (6), as well as
(7) z=u=, (8) z=y—[F(z)— F(y)]°

The rules of inference shall be the following:

(1) The inference schema [that is, the rule of detachment];

(2) The rule of substitution for propositional and functional variables;

(3) From A(z), to infer (z)A(x);

(4) (Free or bound) individual variables can be changed at will.”

The rules of inference yield the meaning of ‘provable’ and ‘refutable’ (‘A
is refutable’ shall mean that A is provable). An expression in which all the
quantifiers occur at the beginning [and in which their scope is the entire
formula] is said to be a normal expression. An expression that contains
no variables other than propositional variables is said to be a proposi-
tional formula. What the notions thus far introduced have in common is
that, in the relation they bear to signs, these enter purely as figures in
space. In contrast, there are those notions that depend upon the meaning
of the formulas. Let A be any logical expression that contains the func-
tional variables Fy, Fy,. .., F, the free individual variables z1,z4,..., 7,
the propositional variables X1, Xs,...,X,,, and, otherwise, only bound
variables. Let S be a system of functions, fi, fa,..., fr (all defined in

5When clarity requires it, many-place relations are to be distinguished by super-
scripts.

5The other axiom systems set up thus far (Frege, Bernays) differ from Russell’s only
in inessential points, so that the completeness proof can immediately be carried over to
these systems.

7In (2) and (4) certain provisos have to be added; see H. A, III, §5.
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enthilt. Wir sagen von einem System (simtlich in demselben Denkbereich®
definierter) Funktionen, f1,fa,..., fr, und (ebenfalls demselben Denk-
bereich angehorenden) Individuen, a,as,...,a;, sowie Aussagen, Aq,
Asg,..., Ay —von diesem System

S = (fl)f?)"wfk‘; a1,02,...,0[; AlaAQa”"A’m)

sagen wir, daf3 es den logischen Ausdruck erfille, wenn es in denselben
eingesetzt einen (in dem betreffenden Denkbereich) wahren Satz ergibt.®
Daraus ergibt sich ohneweiters, was unter erfillbar in einem bestimmten
Denkbereich, erfillbar schlechthin (= es gibt einen Denkbereich, in dem der
Ausdruck erfiillbar ist), allgemein giltig in einem bestimmten Denkbereich
(= Negation nicht erfiillbar), allgemein giltig schlechthin verstanden werden
soll.

Zur Behandlung axiomatischer Fragen sind noch einige weitere Bezeich-
nungen erforderlich (sie werden in der folgenden Arbeit erst von Nr. 8 an
verwendet). Wir erweitern die Grundzeichen durch eine abzahlbare Reihe
von Individuenkonstanten (Namen) a,b,c,... und ebenso von Funktions-
konstanten ( Begriffszeichen) f,g,h,.... Unter einem Ausdruck (i. e. S. und
i. w. S.) soll eine mit Hilfe der bisher eingefithrten Grundzeichen in bekann-
ter Weise aufgebaute Zeichenverbindung verstanden werden. Den einen
Extremfall der Ausdricke bilden die logischen (in denen keine Konstante
vorkommen, s. o.), den anderen die Zdhlausdricke ( = Ausdriicke ohne
Funktions- und Aussagevariable, in denen samtliche Individuenvariable
gebunden sind). Zdhlaziomensystem soll ein (endliches oder unendliches)
System von Zahlausdriicken heiflen.!® Sinnwvoll fiir ein solches soll ein Zahl-
ausdruck heiflen, in dem keine anderen Funktions- und Individualkonstan-
ten vorkommen als in dem Axiomensystem selbst. Aus einem bestimmten
Axiomensystem deduzierbar soll ein Ausdruck heiflen, wenn er aus den lo-
gischen Axiomen und den das Axiomensystem konstituierenden Aussagen
formal hergeleitet werden kann. Ohneweiters ist dann klar, was unter
widerspruchslos, Erfillung (Realisierung), erfillbar etc., zu verstehen ist.
Die meisten hier angefiihrten Begriffe zerfallen in solche i. w. S. und i. e.
S., je nachdem ob Identitit als Grundbegriff zugelassen wird oder nicht.

8Denkbereich soll stets heissen nicht leerer Denkbereich (sonst gilt ja Axiom 5 nicht).

9Man mufB natiirlich eine Konvention dariiber treffen, in welcher Reihenfolge die
f,a, A in den Ausdruck eingesetzt werden sollen.

10Als Beispiel kann etwa das Hilbertsche Axiomensystem der Geometrie ohne dic
Stetigkeitsaxiome genommen werden.
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the same universal domain®), and of individuals (belonging to the same
domain), ay,as,...,a;, as well as propositional constants, Ay, As,..., Ap.
We say that this system, namely

(flaf?a"'?fk; ay1,Qa2,...,0]; A17A27'*'?Am)’

satisfies the logical expression if it yields a proposition that is true (in the
domain in question) when it is substituted in the expression.® From this we
see at once what we must understand by satisfiable in a certain domain, by
satisfiable alone (there is a domain in which the expression is satisfiable),
by valid in a certain domain (the negation is not satisfiable), and by valid
alone.

In order to deal with axiomatic questions, we require some additional
notational conventions (in the present work these will be used only from
Section 8 onward). To the primitive signs we adjoin a denumerable se-
quence of individual constants (names), a, b, c,..., and one of functional
constants (signs for notions), f, g, h,.... By an ezpression (i. t. r. s. and
i. t. e. 8.) we are to understand a sign sequence constructed in the well-
known manner by means of the primitive signs introduced thus far. At one
extreme, we have the logical expressions (in which no constants occur—see
above); at the other, we have the applied expressions (that is, expressions
without functional or propositional variables, in which all individual vari-
ables are bound). A (finite or infinite) system of applied expressions is an
applied aziom system.'° An applied expression in which no functional or
individual constant occurs other than those in the axiom system is said to
be meaningful for the system. An expression is said to be derivable from
a given axiom system if it can be formally derived from the logical axioms
and the propositions constituting the axiom system. Then, what is to be
understood by consistent, satisfaction (realization), satisfiable, and so on,
is immediately clear. Most notions introduced here can be taken i. t. e. s.
or i. t. r. s., according as identity is taken as a basic notion or not.

8The universal domain must always be understood as being non-empty (otherwise
Axiom 5 does not hold).

9We must, of course, make a stipulation on the order in which the f, a, A are to be
substituted in the expression.

19Hilbert’s axiom system for geometry, without the continuity axioms, can perhaps
be taken as an example.
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3. Zusammenstellung der im Folgenden verwendeten
Satze aus dem Funktionenkalkiil

Zum Beweise des Vollstindigkeitssatzes wird eine Reihe von Tatsachen
aus dem Funktionenkalkiil (i. e. S.) verwendet, die zum Teil schon in H. A.
bewiesen sind und die hier kurz zusammengestellt seien (bez. der Beweise
kann auf Hilbert—Ackermann verwiesen werden, da das dort verwendete
Axiomensystem sich ohneweiters aus dem Russellschen ergibt):

1.) Jede Aussageformel ist entweder widerlegbar oder erfiillbar (denn das
System der Axiome 1 bis 4 ist ja vollstindig sogar im schirferen Sinn—H.
A 1§ 13).

2.) Die Einsetzungsregel-—H. A., 1L, § 7: Ist A ~ A’ beweisbar und geht
B’ aus B hervor, indem man in B A durch A’ ersetzt (sei es an allen, sei
es nur an einigen Stellen), so ist B ~ B’ beweisbar.

3.) Zu jedem logischen Ausdruck A gibt es einen Normalausdruck N, so
dal A ~ N eine beweisbare Formel ist—H. A., 111, § 8.

4.) Jeder Ausdruck der Form

(Exy)(Ezs)...(Fxy)A(zy,22,...,Tp)

188t sich als Adquivalent beweisen mit jedem anderen, in dem die (Ez)-
Prifixe irgendwie permutiert sind.!!

5.) Sei F ein Ausdruck, der die freien Variabeln zy,2s,...,2,, G einer,
der die freien Variabeln yy,ys, ...,y enthilt, ferner soll kein z in G und
kein y in F' vorkommen (frei oder gebunden). Bedeutet dann (p;) eines der
Prafixe (z;) oder (Ez;), ebenso (g;) eines der Prifixe (y;) oder (Fy;), dann
ist jeder Ausdruck der Form

(pl) s (Pn)F(»’Ul,fE% s ,.’En) & ((h) ce (q‘m)G(ylvy% v 7ym)

als dquivalent beweisbar!? mit jedem Ausdruck der Form

(P)[F(zl’z%""xn)&G(ylay%“':ym)Ja

wobei das Prafix P aus allen p; und allen ¢; zusammengesetzt ist, die
Reihenfolge der p; untereinander und der ¢; untereinander beibehalten,
dagegen die Reihenfolge der p; gegeniber den ¢; ganz willkiirlich festge-
setzt wird. Der Beweis ergibt sich leicht durch mehrmalige Anwendung der

LiDer Beweis ergibt sich durch mehrmalige Anwendung des entsprechenden Satzes
flir zwel Variable.

12 4 ist als dquivalent beweisbar mit B3, soll immer heiBen: Die Formel A ~ B ist
beweisbar.
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3. Summary of the theorems, from the functional calculus,
that will be used further on

In the proof of the completeness theorem we shall use a number of facts
taken from the functional calculus (i. t. r. s.); they are in part already
proved in H. A. and we give them here in a brief summary (for the proofs,
we can refer the reader to H. A., since the axiom system used there results
immediately from Russell’s system):

(1) Every propositional formula is either refutable or satisflable (the
system consisting of Axioms 1-4 is complete even in the stricter sense; see
H. A, 1, §13).

(2) The replacement rule of H. A., III, §7: If A ~ A’ is provable and B’
is obtained from B when, in B, A is replaced by A’ (whether at all or only
at some occurrences), then B ~ B’ is provable.

(3) For every logical expression A there is a normal expression N such
that A ~ N is a provable formula (H. A., 111, §8).

(4) Every expression of the form

(E.Z’l)(ECL‘Q) . (Ezn)A(zl,xQ, . ,.'L‘n)

can be proved to be equivalent to any other in which the existential quanti-
flers are arbitrarily permuted.!!

(5) Let F be an expression containing the free variables zy,zs,...,%n,
and G be an expression containing the free variables y1,¥y2,.. ., Ym; more-
over, 10 z; is to occur in G and no y; in F (whether free or bound). If (p;)
is one of the quantifiers (;) or (Fx;), and (g;) one of the quantifiers (y;)
or (Ey;), then every expression of the form

(P1) - (pn)F (@1, 22, 20) & (q1) - - (@m)G (Y1, 425 -, Ym)

is provably equivalent!? to every expression of the form
(P)[F(z1,22,...,20) &G(Y1, Y2, -1 Ym)],

where the prefix P is built up from all the (p;) and all the (g;), the relative
order of the (p;) among themselves and the relative order of the (¢;) among
themselves are preserved, but the relative order of the (p;) with respect to

HThis is proved by repeated application of the corresponding theorem for two
variables.

12That A is provably equivalent to B is always to mecan: The formula A ~ B is
provable.
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Formeln
A& (2)F(z) ~ (2)[A & F ()]

(entsprechend fiir E), im Verein mit der Einsetzungsregel, indem man den
Wirkungsbereich der Prifixe p;,q; von aulen beginnend sukzessive iiber
den ganzen Ausdruck erweitert. Dabel hat man bei jedem Schritt die
Wahl zwischen einem p; und einem g¢;, wodurch es moglich wird, alle oben
umgrenzten Reihenfolgen in P zu erhalten.

6.) Als fiir unsere Zwecke besonders wichtig erweist sich schlieflich fol-
gender Satz: Alle Formeln der Gestalt

(z1)(22) .. . (xn)F(z1,2a,...,24)
& (Ez)(Eza)...(Ezy)G(z1,29,...,2Zn) —
(Ez1)(Ezg) ... (Ez,)[F(z1,22,...,%0) &G(T1, 22, ..., Zn)]
sind beweisbar.

Da der Beweis fiir n > 1 vollkommen analog verlduft, geniigt es, ihn fiir

n = 1 zu fihren.
(z)F(z) — F(z) (Axiom 5)

F(z) — [G(z) — F(z) & G(z)],

also

(@)F(z) — [G(z) — F(z) & G(z)]
(2)F(2) — (2)[G(z) — F(z) & G(z)]
(Axiom 6 und Regel 3)

(2)[G(z) = F(2) & G(z)] = {(Ex)G(z) — (E)[F(2) & G(2)]}

(H. A., Formel 34).
Aus den beiden letzten Formeln folgt

(z)F(z) — {(Ez)G(z) — (Ex)[F(z) & G(2)]},

was nur eine andere Schreibweise fiir die zu beweisende Formel ist.

4. Reduktion des Vollstandigkeitssatzes
auf den entsprechenden Satz fiir Formeln ersten Grades

Da die logischen Axiome allgemein giltig und die Schlufiregeln inhaltlich
richtig sind, so ist es klar, daf§ jede beweisbare Formel allgemein giltig ist.
Der jetzt zu beweisende Vollstandigkeitssatz behauptet die Umkehrung:
Jeder allgemeingiltige logische Ausdruck ist beweisbar. Das kann offen-
bar auch so ausgesprochen werden: Jeder logische Ausdruck ist entweder
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the (g;) is set in a completely arbitrary way. The proof is readily obtained
by repeated use of the formula

A& (2)F(z) ~ ()[A& F(2)]

and of a similar one for the existential quantifier, together with the replace-
ment rule, so that, beginning from the outside, one successively extends the
scope of the quantifiers (p;) and (¢;) to the whole expression. Here we have,
at every step, the choice between a (p;) and a (g;), and we are thus able to
obtain in P all the sequences allowed above.

(6) Finally, the following theorem is particularly important for our pur-
pose: All formulas of the form

(z1)(z2) ... (€n)F(21,22,...,25)
& (Ex1)(Ezq)...(Fz,)G(z1,22,...,20) —
(Ex1)(Ezq) ... (Ezp)[F(z1,22,...,2,) & G(21,22,...,20)]
are provable.
Since the proof is completely similar for n > 1, it suffices to give it for

n=1:
(z)F(z) — F(z) (Axiom 5)

F(z) = [G(z) — F(z) & G(z)],

hence

(z)F(z) — [G(z) — F(z) & G(z)]
(2)F(z) — (2)[G(z) — F(z) & G(a)]
(Axiom 6 and Rule 3)
(@)[G(z) — F(z) & G(z)] — {(E2)G(2) — (Ez)[F(2) & G(2)]}

(H. A., Formula 34).
From the last two formulas there follows

(z)F(z) — {(E2)G(z) — (Ex)[F(z) & G(z)]},

which is just another way of writing the formula to be proved.

4. Reduction of the completeness theorem
to the corresponding theorem for formulas of degree 1

Since the logical axioms are valid and the rules of inference are correct in
that they preserve truth, it is clear that every provable formula is valid. The
completeness theorem that we must now prove states the converse: Every
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erfillbar oder widerlegbar, und in dieser Form soll es bewiesen werden.
Der Beweis wird zunéchst nur fiir logische Ausdriicke i. e. S. gefihrt und
vollzieht sich so, dal der zu beweisende Satz schrittweise auf einfachere
zuriickgefithrt wird. Zunichst ist klar, dafl man sich auf Normalausdriicke
beschrianken kann, da ja (nach 3. Abschnitt, Satz 3) jeder logische Aus-
druck A mit einem Normalausdruck N als dquivalent beweisbar ist. Ist
also N widerlegbar, dann auch A; ist N erfullbar, dann auch A (weil ja
jede beweisbare Aquivalenz auch allgemein giltig ist). Ist also jeder Nor-
malausdruck entweder widerlegbar oder erfiillbar, dann gilt dasselbe von
Jedem logischen Ausdruck. Man kann weiter voraussetzen, dafl der fragliche
Ausdruck keine freien Individuenvariabeln enthélt. Denn enthilt A etwa
die freien Variabeln zq,zs9,..., 2%, dann enthalt

(Ez1)(Exs) ... (Ezk)A(z1, 29, ..., Tk)

keine freien Variabeln mehr und ist gleichzeitig mit A sowohl erfiillbar (nach
obiger Definition des Erfiilitseins) als auch widerlegbar. Das letztere, weil
aus

(z1)(22) ... (2x)A und daraus nach Axiom 5 A beweisbar ist. Man kann
weiter annehmen, daf das Prafix des fraglichen Ausdrucks (ein solches muf§
ja vorhanden sein, wenn es sich nicht etwa um eine Aussageformel handelt)
mit einem Allzeichen beginnt und einem E-Zeichen endet, denn sollte das
etwa in (P)A nicht der Fall sein, so gentigt es, statt dessen

(@)(P{A&[F(z) v F(z)]}
bezw.

(P)(Ex){A&[F(x) vV F(z)]}*

zu betrachten, welche offenbar mit (P)A als #quivalent beweisbar!4 und
daher mit ihm zugleich erfiillbar oder widerlegbar sind.
Die jetzt noch in Betracht kommenden Ausdriicke sind von der Gestalt

(z1,1)(z1,2) -+ (@1,0)(Ey1,1)(Ey1,2) . .- (By1,s,)
(z2,1)(22,2) - - (@2, ) (Ey2,1) (Ey2,2) - - - (Ey2,s,)

(@, 1) (2k,2) - - (Thyr ) (EYe,1) (EYie,2) - - - (EYie,1 ) AT, Y1,0)-
k, d. h. die Anzahl der durch E-Zeichen von einander getrennten Komplexe
von Allzeichen wird fiir den Augenblick der Grad des Ausdruckes genannt.

137 bedeutet dabei eine nicht in (P)A vorkommende Individuenvariable.
14Nach 3. Abschnitt, Satz 5.
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valid logical expression is provable. Clearly, this can also be expressed thus:
Every logical expression is either satisfiable or refutable, and we shall prove
it in this form. The proof will be given first only for logical expressions
i. t. r. s. and will be carried out by the stepwise reduction of the theorem
to simpler ones. First, it is clear that we can confine ourselves to normal
expressions, since, by Theorem 3 of Section 3, every logical expression A is
provably equivalent to a normal expression N. Hence, if N is refutable, so
is A; if N is satisflable, so is A (since every provable equivalence is valid).
Hence, if every normal expression is either refutable or satisfiable, then so
is every logical expression. Moreover, we can assume that the expression
in question contains no free individual variables. For, if A contains, say,
the free variables z1,29,..., 2k, then

(Ex1)(Ez2)...(Exg)A(xy,22,...,2k)

no longer contains any free variables and is satisfiable (by the definition of
satisflability given above) or refutable according as A is. It is refutable if
A 18 because, from

(Ez1)(Fzsa)...(Exg)A,

(z1)(z2)...(2x)A is provable and, by Axiom 5, so is A. We can further
assume that the prefix of the expression in question (and, unless we are
dealing with a sentential formula, there must be such a prefix) begins with
a universal quantifier and ends with an existential quantifier; for, if that
were not the case in (P)A, it would suffice to consider

(2)(PRA&[F(z) Vv F(z)]}

or

(P)(E2){A&[F(z) v F(z) ]}

instead,'® these two formulas clearly being provably equivalent!* to (P)A
and therefore being satisfiable or refutable according as (P)A is.
The expressions that we must still consider are of the form

(1,0)(z1,2) - (@1 N EY11) (Byr2) - (Eyas, )

(z2,1)(22,2) - - (22,05 ) (EY2,1)(EY2,2) - - (Ey2,s,)

(zk,1)(zh,2) - - (Theyri ) (Y1) (EYk,2) - - - (EYk,si ) AT Y, )-
The number k, that is, the number of strings of universal quantifiers sepa-
rated from one another by existential quantifiers, will for the time being be

13Here z is an individual variable not occurring in (P)A.
4By Section 3, Theorem 5.
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Es soll jetzt gezeigt werden, daB, wenn jeder Ausdruck vom Grad k ent-
weder erfillbar oder widerlegbar ist, dasselbe auch fiir jeden vom Grad k+1
gilt, womit offenbar eine Reduktion des Vollstandigkeitssatzes auf den Satz:
Jede Formel ersten Grades ist entweder erfillbar oder widerlegbar, erreicht
sein wird. Sei also {P)A ein beliebiger Ausdruck vom Grad & + 1; er 148t
sich in der Form schreiben:

(z1)(x2) .- (2r)(Ey1)(Eya) .. . (Eys) (P A,

wobei das Prafix P’ vom Grad k ist. F sel eine in A nicht vorkommende
Funktionsvariable; uq,us,...,%r, v1,2,...,0s nicht in A vorkommende
Individuenvariable. Wir bilden den Ausdruck:1®

B = (u1)(u2) ... {(u)(Ev1)(Ev2) ... (Evs)F(ur,u2, ..., Up; V1,02,...,Vs)
& (1) (z2) - (2)(y1)(y2) - - (ys)[F (21, ys) = (P)A]

Dain P’ die Variabeln zy,. . ., y, nicht vorkommen, so ist durch mehrmalige
Anwendung von Axiom 6 und dem entsprechenden Satz fiir £ beweisbar:

(F(z1,...,ys) = (P)A] ~ (P)[F(21,-..,ys) — A].

Folglich ist nach der Einsetzungsregel B ~ B’ beweisbar, wobei B’ aus
B durch Einsetzung der rechten Seite der letzten Aqulvalenz an Stelle
der linken entsteht. Auf B’ kann aber offenbar der Satz 5, Abschnitt 3,
angewendet werden. Sei

P =(z1)...(z)(Et1) ... (Etg)(P"),
wo P"” vom Grade k — 1 ist und

B" = (u1)... (ur)(z1) ... (@ ){y1)(y2) - - (ys)(21) - - (2p)
(Evi) ... (Evs)(Et1) ... (Ety)(P")
{Flut, ..., up; v1,...,05) &[F(Z1,. .., Tr; Y1,...,Ys) = Al}.

Dann ist also nach Satz 5, Abschnitt 3, B’ ~ B”, folglich B ~ B"
beweisbar. B” hat aber den Grad k, ist also entweder erfiillbar oder
widerlegbar. Ist es erfilllbar, dann auch (P)A, denn offensichtlich ist
B — (P)A allgemein giltig (auch der formale Beweis macht keine Schwierig-
keiten, wird aber hier nicht erfordert). Ist B” widerlegbar, also B” und
folglich B beweisbar, so ist auch (P)A beweisbar. Das folgt durch Ein-

setzung von (P')A in B an Stelle von F. Dadurch geht der vor &

15Fin shnliches Verfahren hat Th. Skolem zum Beweise des bekannten nach ihm und
Loéwenheim benannten Satzes verwendet.
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called the degree of the expression. We shall show that, if every expression
of degree k is either satisfiable or refutable, so is every expression of degree
k + 1; that, clearly, yields a reduction of the completeness theorem to the
theorem: Every formula of degree 1 is either satisfiable or refutable. Thus
let (P)A be any expression of degree k + 1; it can be written in the form

(@1)(22) - - (26) (Ey1)(Ey2) . .. (Eys) (P)A,

where the prefix P’ is of degree k. Let F be a functional variable not
occurring in A, and let wy,usg,. .., %y, v1,vs,...,Vs be individual variables
not occurring in A. We form the expression!®

B = (uy)(ug) ... (ur)(Bvi }(Evs) ... (Bvs)Fur, ug, ..., Ur; V1,02,...,0s)
& (z1)(z2) - - (2) (y1)(2) - - (ws)[F (1, - -, ys) — (P)A]

Since the variables z1,...,ys do not occur in P’, the formula
(P21, ys) = (POA] ~ (P)[F (21, ., ys) — 4]

can be proved by repeated use of Axiom 6 and the corresponding theorem
for the existential quantifier. Hence, by the replacement rule, B ~ B’ is
provable, where B’ is obtained from B through the replacement of the left
side of the last equivalence by the right one. But, clearly, Theorem 5 of
Section 3 can be applied to B’. Let P’ be

(21) . (5) (Bts) ... (Etg) (P"),
where P" is of degree k — 1, and let B" be

(u) .- (ur)(@1) .- (@) (1) (w2) - (s) (21) - - (2p)
(Ev1)...(Bvs)(Ety) ... (Etg)(P")

{F(ur, ..., ur; v1,...,08) &[F (21, ..., Zr; Y1,.-.,Ys) — A}

Then, by Theorem 5 of Section 3, B’ ~ B” is provable, and consequently so
is B ~ B”. But B” is of degree k, hence is either satisfiable or refutable. If
it is satisfiable, so is (P)A, since clearly B — (P)A is valid (the formal proof
itself presents no difficulties, but is not required here). If B” is refutable,
that is, if B”, hence B, is provable, then (P)A, too, is provable. This
follows by the replacement of I in B by (P’)A. The subformula occurring
before & goes therewith into (P)A, and the remainder (which we shall call
T) becomes a tautology. Therefore, (P)A&T and T are provable in the

157, Skolem has used a similar procedure for proving the well-known theorem named
for him and Lowenheim.
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stehende Formelteil in (P)A ber, der Rest (bezeichnet als T7) wird tauto-
logisch. Es ist also (P)A & T und T beweisbar nach dem Aussagenkalkiil,
also auch (P)A4, d. h. (P)A ist widerlegbar. Tatsichlich ist also (P)A
entweder erfiillbar oder widerlegbar, w. z. b. w.

5. Beweis des Vollstandigkeitssatzes im engeren Sinn

Es geniigt also zu zeigen, dafl jede Normalformel ersten Grades entweder
widerlegbar oder erfiillbar ist. Zu diesem Zweck sind einige Zwischen-
betrachtungen erforderlich. Sei

(ur) ... (ur)(Bvy) ... (Bvs)A(ur,. .. ur; v1,...,05) = (P)A

irgend ein Ausdruck ersten Grades (A baut sich aus Elementarausdriicken
der Form F'(up,uq, ..., Uy) und Aussagevariabeln mit Hilfe von Vv, &,
™, —, ~ auf). Ferner denke man sich die aus der Reihe z1,29,... ad
infinitum entnommenen r-Tupel auf irgend eine Weise in eine Reihe geord-
net. Dann soll fiir den Augenblick unter “erster abgeleiteter” von (P)A der
Ausdruck

1) oo.ow) 1) ... 7)
(Fz1)...(Ez1)(Eza) ... (Ex145)A(T1,. . yT1, T2, - - -y T14s)

verstanden werden und allgemein unter n-ter abgeleiteter ein Ausdruck der
Form

(Emil,l)(E‘fEil,Q) s (Ezin,r+s)

[A(a:’il,lax’il,za'"7zi1,r; xil,r+l7""xil,r+s) 1')
&A(mig,lyziz,z,"‘7xi2,r; Ligpqrse "miZ,r-}—s) 2)
&A(zin,l 1P g s Tin 3 Tippgrs- o xin,r+s):|' n.)

Er wird mit (P,)A, bezeichnet. (P,)A,, ist also das logische Produkt von
n Ausdriicken A(...), die sich voneinander nur durch die Bezeichnung der
Variabeln unterscheiden, mit einem Prifix, in dem nur E-Zeichen vorkom-
men und durch das alle in A,, vorkommenden Variabeln gebunden werden.
Die Indizes sollen nach folgender Regel bestimmt werden:

1.) Die im ersten Ausdruck A vorkommenden Indizes 411,...,%1,;
. . . . 1) 2) r) T+ r4s)
i1,041,--+:%1,r+5 S0llen einfach die Zahlen 1,1,...,1;2,...,1+ 5 sein.

2.) Die im k-ten Ausdruck A vorkommenden Indizes i 1,..., %, sollen
das auf ?x—11,...,%—1, in der vorausgesetzten Anordnung folgende 7-
Tupel sein.
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propositional calculus; hence, so is (P)A, and (P)A is refutable. Therefore
(P)A is indeed either satisfiable or refutable, q. e. d.

5. Proof of the completeness theorem in the restricted sense

It therefore suffices to show that every normal formula of degree 1 is
either refutable or satisfiable. There are a number of points that we must
now consider by way of preparation. Let

(u) .. (ur)(Evr) ... (Bos)A(u1, ..., Up; V1,...,0s),

which we shall call (P)A, be any expression of degree 1 (A is built up from
elementary expressions of the form F(u,,uq,..., v, vn) and propositional
variables by means of v, &, — , —, ~). Furthermore, let us imagine that
the r-tuples of elements of the infinite sequence z1, z2, . .. are, in some way,
ordered as a sequence. Then, for the time being, we shall understand by
first derived expression of (P)A the expression

(Eiltl) . (EZL'})(E.’BQ) [SPN (E$1+3)A(Zl, ey L1y T2y 00 vy $1+S)
D e N——
r times r times

and, in general, by the nth derived expression an expression of the form

(Emi1,1)(Exi1,2) v (Exin,r+s)

[A(zi1,1 sTira o9 Tiy,s Lig pqrre - ’zil,r—}-s) (1)
&A($12,1 yZTig g5 sTig s Lig ppqre--s xi2,r+s) (2)
&A(:rin,l ’ x";n,i” Tty zin,r; zz‘n,r-{—] LI xin,r-{—s)]' (n)

Let us call it (P,)A,. Hence (P,)A, is the logical product of n expressions
A(...), which differ from one another only by the subscripts of the variables,
preceded by a prefix in which only existential quantifiers occur and which
binds all the variables occurring in A,,. The subscripts are to be determined
by the following rule:

(1) The subscripts ¢1,1,...,%1,7; 1,r41,-.-,%1,r+s Occurring in the first
expression A are simply the numbers 1,1,...,1; 2,...,1+ s, with 7 initial
1’s.

(2) The subscripts 7k 1,. .., 1k, occurring in the kth expression A are to

be the r-tuple following 45— 1,...,%,—1,r in the assumed ordering.
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3.) Die im k-ten Ausdruck vorkommenden Indizes ik ,y1,... %% r4s
sollen irgend welche untereinander und von sdmtlichen in den k — 1 ersten
Ausdriicken A vorkommenden Indizes sowie von samtlichen ix 1,... %,

verschiedene Indizes sein. Um diese Bestimmung eindeutig zu machen
wird festgesetzt, dafl es von den in Betracht kommenden die mit klein-
ster Summe sein sollen. Man sieht ohneweiters ein, daff man die zu Anfang
vorausgesetzte Anordnung der r-Tupel so einrichten kann, dafl jeder der
Indizes ¢x.1,...,%,, schon in einem der vorhergehenden £ — 1 Ausdriicken
A vorkommt (schon jede Ordnung nach steigender Summe erfiillt diese
Forderung!® ).

Jetzt ergibt sich, daB fir jedes k& (P)A — (Pg)Ax eine beweisbare
Formel ist. Fir k = 1 folgt das in trivialer Weise durch Anwendung von

(2)F(z) — (Ex)F(z).

Angenommen nun, die Behauptung sei fiir £ = n schon bewiesen, also
(P)A — (P,)A,, beweisbar. A, 188t sich offenbar in der Form schreiben

An & A($¢n+111, ey fl),’n_H’r; CEin_H’rJrl gy min+1’r+s),

wobei die 241,15+, %n+1,r+s Dach obigen Regeln bestimmt sind (um die
Hiufung der Indizes zu vermeiden soll diese Variabelnreihe im Folgenden als
Ziye ey BriZrad,- - - 2rps geschrieben werden). Die z,41,..., 2,4, kommen
in A,, also auch in (P,), nicht vor. Auch von z,...,2 !7 sind sie ver-
schieden. Dagegen kommen zy, 23, ..., 2, sdmtlich in A,, vor (siehe oben).
Dies vorausgesetzt, sind folgende Formeln beweisbar:

L) (Pa)An ~ (Ez1)...(Ez)(B)A. (1)

Dabei ist B! das Prafix, welches aus P, durch Weglassung von (Ez)...
(Ez,) (die ja sdmtlich in ihm vorkommen) entsteht. In B; kommt also
keine der Variabeln z,..., % 2r41,..., 2r4s vor. Die Beweisbarkeit von
(1) ergibt sich aus Satz 4, Abschnitt 3.

2) (Zl) ca (ZT)(EZ,,-_{_l) oo (EZT+S)A(21, ooy Bpy Ryl ey ZT+3) &
(Ez1)...(E2)(B) A, —

18Denn jede solche Anordnung hat die Eigenschaft, daf mit dem k-ten r-Tupel héch-
stens eine neue Zahl und zwar die nichst folgende zu den bisherigen hinzukommt. Diese
muf aber, wenn sie nicht noch frither vertreten ist, mit ¢x—; 41 identisch sein.

17Es ist zu beachten, daBl diese teilweise identisch sein kdnnen!
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(3) The subscripts g y+1, - - - Uk r+s, OCcurring in the kth expression are
to be distinet from one another and from el subscripts occurring in the
first k — 1 expressions A, as well as from all ¢ 1,...,%k,. To determine
the subscripts unambiguously, we stipulate that, among those that could
possibly be chosen, we take those with the smallest sum. We immediately
see that the ordering of the r-tuples that we initially assumed can be ar-
ranged so that each of the subscripts 74 1,. .., %, already occurs in one of
the preceding & — 1 expressions 4 (every ordering according to increasing
sum already satisfies this requirement!®).

It now turns out that, for every k, the formula (P)A — (Py)Ag is
provable. For & = 1, this follows trivially, by means of

(z)F(z) — (Ex)F(x).

Let us now assume that the statement has already been proved for k = n,
hence that (P)A — (FP,)Ay is provable. Clearly, A, 41 can be written in
the form

Ap &A(x'in+l,l ser s Tingr s Tipgargrre o zin+1,r+s)’

where the ¢p41,1,. .., %n+1,r+s are determined by the rules given above (to
avoid the piling up of subscripts, this sequence of variables will from now
on be written z1,...,2r; Zr41,--+,2r4s). The Zry1,..., 245 dO nOt occur
in A,, hence not in (P,) either. They are also different from 2y, ..., z..17
On the other hand, 2y, 29,..., 2 all occur in A, (see above). This being
assumed, the following formulas are provable:

1) (Pu)An ~ (E21) ... (E2)(B)A. (1)

Here B! is the prefix that results from P, when (Ez)...(E%z ) (all of
which occur in P,) are omitted. Hence none of the variables zy,..., z;
Zr41s-- -5 2r4s Occurs in B!, The provability of (1) follows from Theorem 4
of Section 3. ,

2)  (z21). (2 ) Ezrg1) o (Bzegs)Alz1, oo 205 Zrg1ye oy 2rgs) &
(Ez1).. (B2 )(B)An —

16For every such ordering has the property that, with the kth r-tuple, at most one
new number is introduced, and indeed the one that immediately follows those that
have been previously introduced. But this number, if it has not yet occurred, must be
identical with £y ,41.

17Observe that these numbers may, in part, be identical!
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(Ez1)...(Bz)[(Ezrt1) - .. (Ezr1s)A(21, ..y 2r4s) & (P AL] 2 (2)
Das ergibt sich aus Satz 6, Abschnitt 3, indem man

(EZT+1) . (EZT+S)A(21, ceey@py Brglye . ,ZT+3)

fiir F und (F))Ar fir G setzt.

3.) Ist der in (2) auf das — folgende Formelteil als dquivalent erweisbar
mit (Pp41)Apt1- Denn auf

(E21+1) e (EZT+S)A(21, ceey ZT+3) & (I%)An

kann Satz 5, 3. Abschnitt, angewendet werden, da weder die Variablen
Zr41s-- -5 Zr+s 0 (B)) A, noch die in (B)) enthaltenen Variabeln im ersten
Teil vorkommen. Also ist der obige Ausdruck als dquivalent beweisbar mit

(Ezps1) - (Ezpis) (P)[A(21, - .-, 2r1s) & An].

Der ganze auf das — Zeichen in (2) folgende Formelteil ist also (nach der
Einsetzungsregel) als Aquivalent beweisbar mit

(Qn+1)An &A(Zl, ceey Z’r+s)’

wobei sich @,,+1 hochstens in der Reihenfolge der E-Zeichen von P4
unterscheidet, also auch als dquivalent beweisbar mit (P,11)A,41. Setzt
man in (2) die als dquivalent gefundenen Ausdriicke ein, so sieht man, daf§
beweisbar ist:

(z1) .. (2r)(Bzpy1) . (E2r45) A& [(Pr) A — (Pni1)An+1]
und da natirlich
(P)A — (21) ... (z:)(Ezr41) ... (Ezrys)A
beweisbar ist (auch wenn mehrere z (1 < ¢ < r) identisch sind) so auch
(PYA&I(Pa)An — (Pas1) Anti].

Da ferner nach induktiver Annahme (P)A — (FP,)A. beweisbar ist, so
auch (P)A — (Pp41)An+1, w. 2. b. w.

18Hier und in den folgenden Formeln hat man sich in den Prifixen jedes von den
verschiedenen 2; (1 < ¢ < r) nur einmal angeschrieben zu denken.
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(Ez1).. . (Ez)[(Ezs1) .. (Ezrps)Ale1, ..., 2res) & (B)ALIE  (2)

This follows from Theorem 6 of Section 3 when we put

(E2r+1) e (EZ,—_i_s)A(Zl, cee s Rry Zrdls . .,Z,_}_s)

for F and (E})A, for G.
3) The subformula that, in (2), follows the sign — is provably equivalent
t0 (Py41)An+1. For Theorem 5 of Section 3 can be applied to

(EZr+1) e (E27+3)A(2’1, SN ,Zr.}r_s) & (}:;:)An,

since the variables 2,41, ..., 2,4+s do not occur in (E/)A,, and the variables
contained in (B)) do not occur in the first part. Hence the expression above
is provably equivalent to

(Ezrs1) ... (Ezr i) (BO)[A(21, - - - 2rs) & Ar).

The entire subformula that follows the sign — in (2) is therefore, by the
replacement rule, provably equivalent to

(Qn+1)An & A(Z17 sy ZT+S)7

where @), +1 differs from P, 41 at most in the order of the existential quanti-
fiers; hence it is also provably equivalent to (Pn41)An+1. If, in (2), expres-
sions are replaced by those that have been found to be equivalent, we see
that

(21) .- (z)(Ezrs1) - (Ezrqs) A& [(Po)An — (Ppy1)Ana]
is provable and, since, of course,
P(A) = (z21) ... () (Ezry1) ... (Ezpys) A
is provable (even if several z;, 1 <1 < r, are identical), so is
(PYA&[(Pn)An — (Prt1)Anyil.

Since further, by the induction assumption, (P)A — (P,)A, is provable,
sois (P)A — (Pp+1)Ant1, q- €. d.

18Here and in the subsequent formulas we have to imagine that each of the various
2z, 1 < ¢ < 7, is written only once.
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Mogen nun in A die Funktionsvariabeln F 1“ ..., Fp? sowie die Aussage-
variabeln X1,..., X, vorkommen (die Individuenvariabeln sind ja samtlich
gebunden). Wir bezeichnen als ein zu (P)A gehoriges Erfillungssystem n-
ter Stufe ein im Bereich der natiirlichen Zahlen 1 < x <1+ ns definiertes

System von Funktionen fli1 y oy Jo?, sowie Aussagen Uy,...,U,, von der
Eigenschaft, dafl, wenn man in A, an Stelle der Funktionsvariabeln
Fy, ..., F, die Funktionen fy,...,f,, an Stelle der Aussagevariabeln

X1,...,X, die Aussagen Uy, ..., U, und an Stelle jedes z; die entsprechen-
de Ziffer 1 einsetzt,!® ein wahrer Satz entsteht. Ferner bezeichnen wir als
die zu (P)A gehorige Aussageformel n-ter Stufe (C),) die Aussageformel,
welche entsteht, wenn man in A, an Stelle der Elementarbestandteile
Fp*(z,...,z) Aussagevariable einsetzt und zwar an Stelle verschiedener
Elementarbestandteile (sie mogen sich durch das F' oder durch die x unter-
scheiden) verschiedene Aussagevariable, die auch sdmtlich von den in A,
schon vorkommenden Xji, ..., X, verschieden sind. Es ist ersichtlich, daf}
es dann und nur dann ein Erflllungssystem n-ter Stufe von (P)A gibt,
wenn die zu (P)A gehorige Aussageformel n-ter Stufe erfiillbar ist. (Denn
die Wahrheitswerte der Elementarbestandteile £} (ki, ..., k;)—die k be-
deuten hier Ziffern—konnen ja von einander und von den Wahrheitswerten
der X; vollig unabhingig bestimmt werden.) Mit den jetzt bereitgestellten
Hilfsmitteln kann der Beweis des Vollstdndigkeitssatzes (i. e. S.) zu Ende
gefiithrt werden.

Die zu (P)A gehorigen Aussageformeln sind als solche entweder erfiillbar
oder widerlegbar (Satz 1, Abschnitt 3) und es sind also nur zwei Falle
denkbar.

1.} Mindestens eine der zugeordneten Aussageformeln (es sei die n-ter
Stufe) ist widerlegbar, d. h. C,, ist beweisbar. Daraus folgt durch Riickein-
setzung der Elementarbestandteile Fi(z;,...,zx) an Stelle der Aussage-
variabeln, da auch A,,, also (nach Regel 3, Abschnitt 3) auch (z;)...
(%11ns)An beweisbar ist. Folglich auch

(Fz1) .- (E<iins)An,

d. h. (P,)A,. Da aber (siehe oben) (P)A — (P,)A, beweisbar ist, so auch
(P)A. D. h. in diesem Fall ist (P)A widerlegbar.

2.) Keine der zugeordneten Aussageformeln ist widerlegbar, d. h. alle
sind erfillbar. Dann gibt es zu (P)A gehorige Erfiillungssysteme beliebig
hoher Stufe. Nun wachsen die Denkbereiche der Erfilllungssyteme monoton

mit n (sie sind ja 1 <z <1+ ns) und der auf 1 < z < 1+ ns beschrdnkte

19Man iiberzeugt sich leicht, daB bei der oben festgesetzten Anordnung der r-Tupel
in A genau die Variabeln z; bis z]4ns vorkommen, denn mit jedem Schritt kommen
genau s neue Variable hinzu und zwar die ndchsten s.
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Assume now that the functional variables F li‘,...,F;", as well as the
propositional variables Xji,..., Xy, occur in A (each individual variable
being bound, as we know). A satisfying system of level n for {P)A will be
a system of functions, flil,..., fo? (defined in the domain of the natural
numbers z, with 1 < z < 1+ ns), and of propositions, Us,...,U, such
that a true proposition results when we put the functions fi,..., f, for the
functional variables F1,..., F}, the propositions Uy, ..., U, for the propo-
sitional variables X1, ..., X}, and, for each z;, the corresponding numeral
1.19 Furthermore, C,, the propositional formula of level n for (P)A, will
be the propositional formula that results when, in A,, the basic compo-
nents F*(z,...,x) are replaced by propositional variables, basic compo-
nents that differ (whether in the F or the z’s) being replaced by different
propositional variables, all of which also differ from the X,..., X, already
occurring in A,. Clearly, there exists a satisfying system of level n for (P}A
if and only if the propositional formula of level n associated with (P)A is
satisfiable. (For the truth values of the basic components F}* (ky,...,k;,),
where the k’s are numerals, can be determined completely independently
from each other and from the truth values of the X;.) With the means
that we now have at hand, the proof of the completeness theorem (i. t. r.
s.) can be brought to its conclusion.

The propositional formulas associated with (P)A are, as such, either
satisfiable or refutable (Theorem 1 of Section 3), and therefore only two
cages are conceivable:

(1) At least one of the associated propositional formulas (the one of
level n, say) is refutable, that is, C,, is provable. From that it follows, if we
substitute back the basic components F;(z;,...,z) for the propositional
variables, that A,, too, is provable, and (by Rule 3 of Section 3) so is
(21) ... (T14ns)An; therefore, so is

(E.’I}l) . (E£E1+ns)An,

that is, (P,)An,. Since, however, (P)A — (P,)A, is provable (see above),
so is (P)A. That is, in this case (P)A 1is refutable.

(2) None of the associated propositional formulas is refutable, that is,
they are all satisfiable. Then there exist satisfying systems of arbitrarily
high level for P(A). Now, the domains of the satisfying systems increase
monotonically with n (for any element z in them, we have 1 < z < 1+ ns)
and, in a satisfying system of level higher than n, the part

19We can readily convince ourselves that, with the ordering of the r-tuples that
was adopted above, exactly the variables z1,...,Z14+ns Occur in A, since at every step
exactly s new variables are introduced, namely the next s variables.
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Teil?® eines Erfilllungssystems hoherer als n-ter Stufe ist ein Erfiillungs-
system n-ter Stufe, wie aus der Bildung von A, durch fortgesetzte &-
Verkniipfung hervorgeht. Ferner gibt es sicher nur endlich viele zu (P)A
gehorige Erfiillungssysteme n-ter Stufe?! (in einem endlichen Denkbereich
gibt es ja tiberhaupt nur endlich viele Funktionssysteme Fy, ..., F,). Also
mufl mindestens eines der Erfiillungssysteme erster Stufe in unendlich vie-
len hoherer Stufe als Teil enthalten sein. Zu diesem gibt es folglich ein
Erfillungssystem zweiter Stufe, in dem es als Teil vorkommt und zwar ein
solches, das ebenfalls in unendlich vielen hoherer Stufe als Teil enthalten
ist. So weiter schlielend zeigt man in bekannter Weise die Existenz einer
Folge von Erfillungssystemen S;,S52,...,S5;,... ad infinitum, wobei
S; € Siy1 und S; von i-ter Stufe ist. (Der Definitionsbereich von S, ist
1 <z <1+ si) Wir definieren nun ein Funktionssystemn S im Bereich
aller natiirlichen Zahlen—man konnte sagen—als oberen Limes der Reihe
Sty 8i, .. .—indem wir festsetzen: Die Relation g;* (fir 1 < & < p) soll
dann und nur dann zwischen den Zahlen zy,..., 2, bestehen, wenn es in
der obigen Reihe ein Erfiillungssystem 5; gibt, in dessen Definitionsbereich
Z1,-..,%, samtlich vorkommen und fiir das f*(z1,...,%;,) besteht.??
Ganz entsprechend soll natiirlich fiir die Aussage X; in S eine Aussage
W, genommen werden, fir welche es ein S; gibt, in dem die entsprechende
Aussage U; denselben Wahrheitswert hat.?? Es ergibt sich nun ohneweiters,
dafl der auf 1 < 2 < 1+4+ns beschrankte Teil von S mit S,, identisch, also ein
Erfiillungssystem n-ter Stufe ist, dafl also, wenn man in A, an Stelle der
F* die gi¥ und an Stelle der X; die W, sowie an Stelle der z; die Zahlen
7 einsetzt, ein wahrer Satz entsteht (das gilt fiir alle n.) Daraus folgt aber
weiter, dal das System S = (¢1,...,9p; Wh1,...,W,) den Ausdruck (P)A,
d. h.

(u1) ... (uy)(Evy) ... (Evs)Aluy, ..., vs)

erfiillt. Dazu ist nur noch zu beweisen, daB es zu jedem r-Tupel von natiir-
lichen Zahlen k1,..., k&, ein s-Tupel von Zahlen [,,...,/; gibt, so daf

A’(k‘l,...,kr; ll,...,ls)

20Unter den auf m beschrinkten Teil eines im Denkbereich M (m C M) definierten
Funktionssystems S ist natiirlich dasjenige in m definierte Funktionssystem zu verstehen,
welches innerhalb m mit S ibereinstimmt. Die im Erfillungssystem auBlerdem noch
vorkommenden Aussagen Uy,...,Uq sollen durch Aussagen gleichen Wahrheitswertes in
m ersetzt werden.

21Erfillungssysteme, in denen fiir die X; verschiedene Aussagen aber vom gleichen
Wahrheitswert eingesetzt werden, sind dabei als identisch zu betrachten.

22Natiirlich gilt dasselbe dann fiir alle S;, in deren Definitionsbereich zi,...,2;,
vorkommen.

23Dasselbe gilt dann fiir alle S;.
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restricted?° by the condition 1 < z < 1 + ns is a satisfying system of level
n, as is apparent from the way A, is constructed by repeated conjunc-
tion. Furthermore, there surely exist only finitely many satisfying systems
of level n for (P)A?! (in a finite domain there are, after all, only finitely
many systems of functions, Fy, ..., Fy). Hence at least one of the satisfying
systems of level 1 must be contained as a part in infinitely many satisfy-
ing systems of higher level. For that system, consequently, there exists
a satisfying system of level 2 which contains it as a part and, moreover,
is itself likewise contained as a part in infinitely many systems of higher
level. The argument can be repeated indefinitely, and we show, in a fa-
miliar manner, the existence of an infinite sequence of satisfying systems,
S1,82,...,8i,..., where §; C S;4+1 and S is of level 4. (The domain of
definition of S; consists of the z’s such that 1 < z < 1+ s1.) We now
define a system S of functions, in the domain of all natural numbers, as
the upper limit, so to speak, of the sequence S1,...,5;,..., by stipulating:

the relation g;*, for 1 < k < p, is to obtain between the numbers 2y, ..., 2,
if, in the sequence given above, there is a satisfying system S; in whose
domain of definition all of zy,...,2; occur and for which fi*(z1,...,2;)

holds.?? Similarly, we must, of course, take for the proposition X; in S
a proposition W, for which there exists an S; in which the corresponding
proposition U; has the same truth value.?® It now immediately turns out
that in S the part restricted by the condition 1 < z < 1 + ns is identical
with Sy, hence is a satisfying system of level n; hence, if in A, we put the
gk for the Fi* and the W; for the X;, as well as the numbers ¢ for the
z;, we obtain a true sentence (this holds for all n). From that, however, it
further follows that the system S = (g1,...,9p; Wi,...,W,) satisfies the
expression (P)A, that is, the expression

(u1) ... (ur)(Evy) ... (Evs)Alut,. .., vs).

To show this, we need merely prove that, for every r-tuple of natural num-
bers, k1,...,k,, there exists an s-tuple of numbers, [y,...,l;, such that

A/(kl,...,/{?r; ll:”-als)

20By a part restricted to m of a function system S defined in a universal domain
M [m C M) we must, of course, understand the function system defined in m which,
within m, coincides with §. Any additional propositional variables, Us,..., U, that
occur in the satisfying system are to be replaced by propositions having the same truth
value in m.

21Here we consider as identical those satisfying systems in which different proposi-
tions having the same truth values are put for the X;.

22The same then holds, of course, for afl S; in whose domain of definition z, ..., z
oceur.

23The same then holds for all S;.

k
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eine richtige Aussage wird.?* Das ist aber leicht einzusehen, denn das 7-
Tupel ki,...,k, tritt ja in der oben eingefilhrten Reihenfolge an irgend
einer Stelle auf (etwa an der n-ten). Wir betrachten den Ausdruck 4,,. Er
ldsst sich schreiben als

i 25
An1 & ATk, -, Thy Tegy -5 Tty )-

Durch Einsetzung von S und den Ziffern statt der Variabeln entsteht der
wahre Satz

A’n—l &A,(kl,...,kr; tl,...,ts).

Also ist auch

A/(kl,,..,kﬁr; tl,...,ts)

wahr, d. h. es gibt s Zahlen ¢;,...,t5 von der verlangten Eigenschaft. S
erfiillt (P)A. Tatséchlich ist also (P)A entweder widerlegbar oder erfiillbar,
womit der Beweis des Vollstindigkeitssatzes (i. e. S.) zu Ende gefiihrt ist.
Als Korollar folgt daraus, daff jeder Ausdruck (i. e. S.) entweder widerlegbar
oder im genau abzdhlbaren Denkbereich erfiillbar ist.

6. Beweis des Vollstandigkeitssatzes im weiteren Sinn

Der Beweis, da8 auch das logische Axiomensystem i. w. S. vollstindig
ist, ergibt sich aus dem Bisherigen leicht. Hier giit allerdings nicht, da$
jeder logische Ausdruck (i. w. 8.) entweder widerlegbar oder im genau
abzéhlbaren Denkbereich erfiillbar ist (Gegenbeispiel: (z)(y)(z = y)), wohl
aber in einem héchstens abzahlbaren Denkbereich. Wir beweisen den Satz
hier in der Form: Jeder logische Ausdruck im wetteren Sinn ist entweder
beweisbar oder seine Negation erfillbar. Sei A ein logischer Ausdruck i. w.
S.26 Es mégen in ihm die Funktionsvariabeln F}, ..., Fl; F2,... FZ ;...
usw. und sonst keine vorkommen. Wir bilden den Ausdruck

24Die durch Einsetzung von S entstehenden Ausdriicke sollen mit Strichen bezeichnet
werden.

25Mit t1,...,%s sollen der Kiirze halber die nach obiger Regel bestimmten Indizes
bezeichnet werden.

26Man kann natiirlich wie oben voraussetzen, da A keine freien Individuenvariabeln
enthélt.
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is a correct proposition.?* But that can readily be seen, since the r-tuple
k1,...,k, occurs at some place (at the nth one, say) in the sequence in-
troduced above. We now consider the expression A,. It can be written
as

. 25
An 1 & A(Zk s s Ty Toyseo oy Tty ).

If we substitute S and the numerals for the variables, we obtain the true
sentence

A;_I&Al(kl,...,k‘,«; tl,...,ts).

Hence

A’(k‘l,...,kr; tl,...,ts)

is also true; that is, there are s numbers, ¢y,...,¢s, with the required prop-
erty. The system S satisfies (P)A. Hence (P)A is indeed either refutable
or satisfiable, which concludes the proof of the completeness theorem (i. t.
r. s.). As a corollary, it follows that every expression (i. t. r. s.) is either
refutable or satisfiable in an ezactly denumerable domain.

6. Proof of the completeness theorem in the extended sense

The proof that the logical axiom system i. t. e. s., too, is complete is
readily obtained from what precedes. Here, however, it is not the case that
every logical expression (i. t. e. s.) is either refutable or satisfiable in an
ezactly denumerable domain (counter-example: (z){y)(z = y)); rather, this
will be so in an af most denumerable domain. Here we prove the theorem
in the form: For every logical expression in the extended sense, either it is
provable or its negation is satisfiable. Let A be a logical expression i. t. e.
s. Assume that the functional variables F{,... Fl; FZ, ... FZ . .. and
so on, but no others, occur in it.?26 We form the expression

24The expressions obtained from S by substitution are to be marked with the prime
symbol.

25For the sake of brevity we shall write the subscripts determined by the rule given
above as ty,...,ts.

26We can of course assume, as above, that A contains no free individual variables.
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(2)G(z,2) & (z)(y) (2){G(z,y) — [G(z,2) — G(y,2)]} &
(@) ()(2){G(z,y) — [G(z,2) = G(z,y)]} &
(@) W{G(z,y) — [F] (2) = Fi ()]} &
() WHG(z9) — [Fle) —» F )] &
(@) (W) (2){Glz,y) — [F1 (z,2) = F{(y,2)} &
(2)()({Cla,y) = [P (z,7) — FR(zy) &
Analoge Ausdriicke fiir alle F/™.
Dieser ganze Ausdruck werde mit K’ bezeichnet. Ferner bezeichne A’ den
Ausdruck, der aus A entsteht, wenn man {iberall das Gleichheitszeichen
durch G ersetzt. Die Formel K/ — A’ enthélt kein =-Zeichen mehr. Fir
sie gilt also, dafl sie entweder beweisbar oder ihre Negation erfiillbar ist
(das gilt ja sogar schon fiir das logische Axiomensystem im engeren Sinn).

Wenn 1.) K’ — A’ beweisbar ist, dann offenbar auch A. Man braucht
ja nur an Stelle von G in K' — A’ das =-Zeichen einzusetzen (K' mdoge
dadurch in K, A’ in A tbergehen). Da K eine unmittelbare Folge von
Axiom 7 und 8, K — A nach der Einsetzungsregel beweisbar ist, ist in
diesem Fall A beweisbar.

Ist 2.) die Negation von K’ — A’, d. h. K’ & A’ erfiillbar, dann auch A,
wie jetzt bewiesen werden soll. Das erfiillende Funktionssystem von K’ & A’
soll mit [g, f/"] bezeichnet werden. Offensichtlich ist g auf Grund von K’
symmetrisch, reflexiv und transitiv. Der Denkbereich N von (g, fi*)?”
zerfillt also durch g in (hochstens abzahlbar viele) Klassen Ny, Na, ..., Ng,

Diese Klassen sollen die Elemente eines neuen Denkbereiches (N')
bilden und in diesem sollen Funktionen ¢', (f])’, erklirt werden durch die
Festsetzung: (f™)"(Niy,..., N, ) soll dann und nur dann bestehen, wenn
es Elemente des fritheren Denkbereichs (a;,,. .., a4, ) gibt, so dafl a;, € N,
und f™(as,,...,a4,) gilt. Dann gelten offenbar folgende Satze:

1.) ¢ ist in N’ die Identitét, d. h. es gilt ¢’{N;, Ng) dann und nur dann,
wenn N; und Ny die selbe Klasse sind.

2.) Ersetzt man in irgend einer in NV richtigen (bezw. falschen) Zéhlaus-
sage i. e. S., die keine anderen Funktionskonstanten als g, f{* enthélt und
in der die Individuen a4, ..., a, aus N (und keine anderen) vorkommen, die
{9, " a1,...,an} durch ¢, (f*), und diejenigen (eindeutig bestimmten)
N;, in welchen die a; enthalten sind, so entsteht dadurch eine in N’ richtige

27N soll als Menge der natiirlichen Zahlen angenommen werden.
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(2)G(z,z) & (2)(y) (2){G(z,y) — [G(2.2) = G(y. )} &
@) W)(){G(2,y) = [G(z,2) — Gz, y)]} &
(2)(w{G(z, ) — [Fi(z) = F{ ()]} &
(@) (WH{G(z,y) — [F3 (2) — 1(y)]}&

(w)(y)(Z){G(x y) [F1 (I Z) — F1 }}&
(l')(y)(z){G(zay) - [Fl (273") - Fl ( Y )]}&

(We will have similar expressions for all F7™.)

Let this entire expression be denoted by K’. Further, let A’ be the expres-
sion that we obtain from A when we replace the identity sign everywhere
by G. The formula K’ — A’ no longer contains the sign =. Hence either
it is provable or its negation is satisflable (this already holds, after all, for
the logical axiom system in the restricted sense).

If (case 1) K’ — A’ is provable, then clearly so is A. For we need merely
put the sign = for G in K’ — A’ (then K' would go into K, A’ into A).
Since K is an immediate consequence of Axioms 7 and 8, and K — A is,
by the substitution rule, provable, in this case A is provable.

If (case 2) the negation of K’ — A’, that is, K’ & A, is satisfiable, then
so is A, as we shall now prove. The function system satisfying K’ & A’
will be denoted by (g, f/*). The expression K’ being what it is, g clearly
is symmetric, reflexive and transitive. Hence g partitions the domain?” N
of (g, f{™) into (at most denumerably many) classes, Ny, Na,..., Ng,....
These classes are to form the elements of a new domain, N’, and, in
this domain, functions ¢/, (f*)’ are to be defined through the stipulation:
(f")(Niy,...,N;,,) is to hold if and only if in the former domain there
are elements namely @iy, - 504, , such that a;, € N;, and f/"(a;,,...,a;,)
holds. Then obviously we have the following theorems:

(1) In N', ¢’ is the identity, that is, g’ (IV;, N) holds if and only if N;
and N are the same class.

(2) If, in any applied formula i. t. r. s. that is correct (false) in N,

that contains no functional constants other than g, f™, and in which
there occur the individuals a1,...,a, of N (and no others), we replace

the {g, /", a1,...,an} by ¢, (f/"*)', and the (uniquely determined) N; in
which the a; are contained, then we obtain an applied formula that is cor-
rect (false) in N’. The statement holds by definition for sentences of the
form f/™(ai,...,am). But every applied formula that we need consider is

27N is to be taken as the set of natural numbers.
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(bezw. falsche) Zahlaussage. Die Behauptung gilt nach Definition fiir Aus-
sagen der Form f/™(a1,...,am). Aus solchen (und eventuell noch konstan-
ten Aussagen) baut sich aber jede in Betracht kommende Zahlaussage mit
Hilfe von —, V, () auf und man sieht leicht, daf§ diese Operationen die
71 beweisende Eigenschaft nicht zerstoren. Nun gilt die Zahlaussage A’ in
N,28 folglich auch die entsprechende in N’. Da aber g in N’ die Identitét
ist, so gilt A in N,2® A4 ist also erfiillbar und zwar in einem héchstens
abzahlbaren Denkbereich.

A ist also entweder beweisbar oder seine Negation erfilllbar, womit der
Vollstandigkeitssatz auch fiir das logische Axiomensystem i. w. S. bewiesen
ist.

7. Beweis der Unabhangigkeit des logischen
Axiomensystems

Jetzt soll die Frage der Unabhangigkeit und zwar fiir das logische Axio-
mensystem i. w. S. behandelt werden (fiir das i. e. S. folgt sie ja sofort
daraus).

1.) Was die vier ersten (Aussagen) Axiome betrifft, so kann der Bernays*
sche Beweis fiir die Unabhingigkeit der Aussageaxiome allein (H. A., 1,
§13) wortlich wiederholt werden.3® Man braucht nur die am angefithrten
Orte gegebenen arithmetischen Interpretationen auf die Formeln, welche
Funktionsvariable und das =-Zeichen enthalten, auszudehnen durch die
Festsetzung, daff die Klammerzeichen und die Individuenvariabeln wegge-
lagssen und in dem iibrig bleibenden Formelteil die Funktionsvariabeln
genau wie Aussagevariable behandelt werden sollen. (Fir das =-Zeichen
darf immer nur der Wert Null eingesetzt werden.) Fiir die Axiomensys-
teme, welche aus dem logischen i. w. S. durch Weglassung von Axiom 1,
3 oder 4 entstehen, gilt dann tatséchlich, dafl 1.) die Axiome bei be-
liebiger Einsetzung den Wert 0 ergeben und 2.) diese Eigenschaft durch
die Schlufiregeln erhalten bleibt, wahrend das jeweils weggelassene Axiom
diese Eigenschaft nicht hat. Bei Axiom 2 ergibt sich die Schwierigkeit, daf
bei beliebiger Einsetzung nicht alle Axiome (aufier 2) den Wert Null ergeben
(die Ausnahme findet fiir Axiome 5 und 8 bei der Einsetzung F' = 2 statt).
Doch 148t sich diese Schwierigkeit durch die Festsetzung iiberwinden, daf§

28Genauer gesagt, es gilt in NV die Aussaage, welche - aus A7 durch Einsetzung von
{g, 7"} an Stelle von {G, F/"} entsteht (bezeichnet mit A).

29 Auch hier hat man sich zunéchst die Einsetzung in A vollzogen zu denken {(f*)’
an Stelle von F/™}.

30Es ist ja von vorneherein evident, daf keines der Aussagenaxiome durch Hinzu-
nahme der Funktionsaxiome beweisbar werden kann.
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built from such propositions (and perhaps also constant propositions) by
means of &, V, (), and we readily see that these operations do not destroy
the property that has to be proved. Now, the applied formula A’ holds
in N:?® hence so does the corresponding one in N’. But, since g is the
identity in N, A holds in N.?° Hence A4 is satisfiable, and it is so in an at
most denumerable domain.

Thus either A is provable or its negation is satisfiable, and thereby the
completeness theorem is proved for the logical axiom system i. t. e. s., too.

7. Independence proof for the logical
axiom system

We shall now treat the question of independence, dealing with the logical
axiom system 1. t. e. s. (when its independence is established, that of the
system i. t. r. s. immediately follows).

(1) As far as the first four (propositional) axioms are concerned, Bernays’
independence proof for the propositional axioms alone (H. A., I, §13) can
be repeated word for word.3% The arithmetical interpretations given at the
cited place to the formulas containing functional variables and the sign =
need merely be extended by the stipulation that parentheses and individ-
ual variables are to be omitted and that, in what remains of the formula,
functional variables are to be treated exactly like propositional variables.
(For the sign =, only the value 0 may be substituted.) For the axiom sys-
tems that result from the axiom system i. t. e. s. when Axiom 1, 3, or 4
is omitted, it is then a fact that (1) for any substitution the axioms yield
the value 0 and (2) this property is preserved by the rules of inference,
while the omitted axiom does not have this property. In the case of Ax-
iom 2 there is the difficulty that, with an arbitrary substitution, not all
axioms (other than 2) yield the value 0 (the exception occurs for Axioms
5 and 8 with the substitution F' = 2). We can, however, overcome this
difficulty by stipulating that only the values 0 and 1 may be substituted
for the functional variables. Then the axioms yield the value 0 for any {al-
lowed) substitution, and this property is preserved when the inference rules

28More precisely, the proposition (denoted by A’ ) that results from A’ when {g, iy
is substituted for {G, F/"} holds in N.
*9Here, too, we must first imagine that, in 4, (f;*)’ has been put for F/™.

307t is immediately evident that no propositional axiom can become provable when
the functional axioms are added.
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fir Funktionsvariable nur die Werte 0 und 1 eingesetzt werden dirfen.
Dann ergeben die Axiome bei beliebiger {erlaubter) Einsetzung den Wert
0 und diese Eigenschaft bleibt bei Anwendung der Schluiregeln erhalten.3!

2.) Auch die Unabhéangigkeit der Axiome 5 und 6 sowie der Schlufiregeln
148t sich durch arithmetische Interpretationen beweisen. Allen diesen ist
Folgendes gemeinsam:

1.) Die sowohl fir Funktions- und Aussagevariable zugelassenen
Werte sind 0, 1.

2.) Die Operationen ™ und V haben die gewdhnliche Wirkung, d.
h.0=1,1T=0, iVk=ixk (mod2).

3.) Fir das = Zeichen darf nur der Wert 0 eingesetzt werden.

4.) Die Wirkung von (z), (Ez) hingt nicht ab von der Bezeichnung
der darin eingesetzten Variabeln (dies erleidet nur in (d) eine Ausnahme).

Der Unabhingigkeitsbeweis erfolgt dann immer in der gleichen Weise da-
durch, daBl gezeigt wird: 1.) Die Axiome mit Ausnahme eventuell desjeni-
gen, dessen Unabhangigkeit bewiesen werden soll, ergeben bei beliebiger
Einsetzung den Wert 0. 2.) Diese Eigenschaft iibertrdgt sich durch die
Schlufiregeln (mit Ausnahme eventuell derjenigen, deren Unabhingigkeit
bewiesen werden soll). 3.) Es gibt eine im vollstindigen Axiomensystem
beweisbare Formel, welche diese Eigenschaft nicht hat.

a) Unabhiingigkeit von Axiom 5: (z)0 = (2)1 = 0, Axiom 5 ergibt fiir
F =1 den Wert 1.

b) Unabhéngigkeit von Axiom 6: {z)1 = ()0 = 1 in Ausdriicken, welche
nicht die Gestalt (z)A(z) haben, d. h. in denen die zuletzt angewandte
Operation nicht () ist. Formeln der Gestalt (z)A(z) soll bei beliebiger
Einsetzung der Wert 0 zugeordnet werden. Die beweisbare Formel

AV (2)F(z) — (@)[AV F(2)]

ergibt dann fiir A = 0, F beliebig, den Wert 1.

¢) Unabhingigkeit von Schlufiregel 3: (2)0 = (2)1 = 1. Sdmtliche
Axiome ergeben bei dieser Interpretation immer den Wert 0 und Anwen-
dung von Regel 1, 2, 4 4ndert daran nichts. Dagegen ergibt genau wie oben
die beweisbare Formel

AV (2)F(z) — @[AV F(c)]

31Daf dies auch bei Anwendung der Einsetzungsregel stimmt, ergibt sich daraus,
dafl auch jeder Ausdruck, der fiir eine Funktionsvariable eingesetzt werden kann, bei
beliebiger Einsetzung nur die Werte 0 oder 1 annimmt. Denn enthalt er ein V-Zeichen,
dann folgt das daraus, dal das Resultat der V-Verkniipfung (fiir die betreffende Interpre-
tation—H. A., I, §13) bei beliebiger Wertbestimmung der Glieder nur 0 oder 1 ergeben

kann. Enthilt er aber kein V-Zeichen, dann muf er dic Gestalt F, F, F,... usw. haben
und fiir diese Ausdriicke ist es erst recht klar, da$ sie nur die Werte 0 und 1 annchmen
koénnen.
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are used.?!

(2) The independence of Axioms 5 and 6, as well as of the inference rules,
can also be proved by means of arithmetical interpretations. All these have
the following in common:

(a) The admitted values for functional and propositional variables
are 0 and 1;

(8) The operations — and V have the customary effect, that is,0 = 1,
1=0,iVk=ixk (mod2);

(v) For the sign = only the value 0 may be substituted;

(6) The effect of (z) and (Ez) does not depend on the variables oc-
curring in them (this suffers an exception only in (d)).

The independence proof then always proceeds in the same way, namely,
we show: (1) The axioms, with the possible exception of the one whose
independence has to be proved, yield the value 0 for any substitution;
(2) this property is carried over by the rules of inference (with the exception
of the one whose independence is to be proved); (3) there is a formula,
provable in the complete axiom system, that does not have this property.

(a) Independence of Axiom 5: (z)0 = (z)1 = 0; for F = 1, Axiom 5
yields the value 1.

(b) Independence of Axiom 6: (z)1 = (z)0 = 1 in expressions that
are not of the form (z)A(z), that is, in those in which the last operation
performed is not (z). Formulas of the form (z)A(z) are, for an arbitrary
substitution, to be assigned the value 0. Then the provable formula

AV (z)F(z) — (z)[AV F(z)]

yields the value 1 for A = 0 and arbitrary F'.

(¢) Independence of Rule of inference 3: (z)0 = (z)l = 0. For this
interpretation all the axioms yield the value 0, and an application of Rule
1, 2 or 4 does not change this. But, exactly as above, the provable formula

AV (2)F(z) — (@)[AV F(z)]

yields the value 1 for a certain substitution, hence cannot be proved without
an application of Rule 3.

(d) Rule of inference 4 (renaming of variables) is, of course, indispensable
only when we state the axioms with only one definite variable (as was

31That this is the case also when the substitution rule is used follows from the fact
that every expression that can be substituted for a functional variable will, for any
substitution, take only the value 0 or 1. For, if such an expression contains the sign Vv,
this result follows from the fact that a disjunction (for the interpretation in question—H.
A., 1, §13) can only yield 0 or 1, whatever the values assigned to the terms may be. If,

however, it does not contain the sign V, then it must have the form FF, 75, ..., and for
such an expression it is all the more clear that it can take on only the values 0 and 1.
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fiir eine gewisse Einsetzung den Wert 1, sie kann also nicht ohne Anwendung
von Regel 3 bewiesen werden.

d) Schlufiregel 4 (Umbezeichnung der Variabeln) ist natirlich nur dann
unentbehrlich, wenn man die Axiome nur in einer bestimmien Variabeln
ausspricht (wie es oben fiir z geschehen ist). Im entgegengesetzten Fall
miifite man unendlich viele Axiome aufstellen. Die jetzt zu gebende arith-
metische Interpretation zeigt—iiber die Unabhéngigkeit hinaus—dafl Regel
4 nicht durch die schwéchere ersetzt werden kann, dafl nur die freien Varia-
beln umbezeichnet werden diirfen, ()0 =0, ()1 = 1, dagegen fiir jede an-
dere Variable z, (2)0 = (2)1 = 0. Schon die Formel (z)(z)F(z, 2) — F(u,v)
ergibt dann fiir F = 1 den Wert 1, ist also nicht ohne Hilfe von Regel 4
beweisbar und dies gilt auch fiir jede Formel, die daraus durch Umbezeich-
nen der Variabeln hervorgeht, so dafl durch Weglassung von Regel 4 der
Kalkiil eine wesentliche EinbuBe erleiden wiirde.

DaB Regel 1 und 2 nicht uberfliissig sind, ist ja vollkommen trivial und
die Unabhingigkeit von Axiomen 7 und 8 ergibt sich leicht daraus, dafi 7
allein auch fiir die Allrelation, 8 allein auch fiir die leere Relation erfiillt ist,
dagegen 7 fiir die leere Relation, 8 fiir die Allrelation (fiir einen Denkbereich
von mindestens zwel Individuen) nicht erfiillt ist.

8. Erweiterung des Vollstandigkeitssatzes
auf unendliche Systeme von logischen Ausdriicken
und axiomatische Anwendungen

Oben, Abschnitt 4 bis 6, wurde bewiesen, daf jeder logische Ausdruck
entweder erfilllbar oder widerlegbar ist. Das gilt auch noch fiir jedes (hoch-
stens abzihlbare) System von logischen Ausdriicken.?? Auch jedes solche
System ist entweder erfiillbar oder widerlegbar. “Erfiillbar” soll dabei
heiflen: Es gibt in irgend einem Denkbereich ein System von Individuen,
Funktionen und Sétzen, welche an Stelle der freien Individuenvariabeln,
Funktions- und Aussagevariabeln entsprechend eingesetzt samtliche Aus-
driicke des Systems in wahre Satze {iberfilhren. “Widerlegbar” soll ein
System von logischen Ausdriicken heifien, wenn es ein endliches Teilsystem
gibt, dessen logisches Produkt (&-Verkniipfung) widerlegbar ist. Der Be-
weis verliuft dem oben fiir einzelne Ausdriicke gegebenen vollkommen ana-
log und soll deshalb nur kurz angedeutet werden. Man zeigt zunéchst, daf§
man sich beim Beweise auf Systeme beschrinken kann, in denen samtliche
Ausdriicke Normalausdriicke sind und weiter auf Systeme aus Normalaus-
driicken ersten Grades. Denn sei A, A%, ... irgend ein System von Normal-
ausdriicken, die nicht samtlich vom ersten Grad sind, dann bilde man das

32Djiese Erweiterung ist besonders fiir axiomatische Anwendungen wichtig.



On the completeness of the calculus of logic 97

done above with z). Otherwise we would have to state infinitely many
axioms. The arithmetical interpretation to be given now shows, beyond
independence, that Rule 4 cannot be replaced by the weaker rule allowing
the renaming of only free variables: (z)0 = 0, (z)1 = 1; but, for any
other variable 2z, (2)0 = (2)1 = 0. Then, for F = 1, already the formula
(z)(2)F(z, z) — F(u,v) yields the value 1, hence is not provable except by
means of Rule 4, and this is also true of every formula that results from
this one when variables are renamed, so that, if Rule 4 were omitted, the
calculus would suffer a substantial loss.

That Rules 1 and 2 are not superfluous is after all completely trivial,
and the independence of Axioms 7 and 8 readily results from the fact that
Axiom 7, taken by itself, is satisfied by the universal relation, and Axiom
8, taken by itself, by the empty relation, while it is not the case that Axiom
7 is satisfied by the empty relation or Axiom 8 by the universal relation
(for a universal domain of at least two individuals).

8. Extension of the completeness theorem
to infinite systems of logical expressions;
axiomatic applications

Above, in Sections 4-6, it was proved that every logical expression is
either satisfiable or refutable. This holds also for every (at most denumer-
able) system of logical expressions.?? Such a system, too, is either sat-
isfiable or refutable. ‘Satisfiable’ here is to mean the following: In some
universal domain there exists a system of individuals, functions and propo-
sitions that, when properly put at the place of the free individual variables,
the functional variables and the propositional variables, turn all expressions
of the system into true sentences. A system of logical expressions is said
to be refutable if there is a finite subsystem whose logical product (con-
junction) is refutable. The proof is completely analogous to the one given
above for single expressions and will therefore only be sketched briefly. We
first show that, for the proof, we can restrict ourselves to systems in which
all expressions are normal expressions and, further, to systems of normal
expressions of degree 1. For let A', A% ... be any system of normal expres-
sions that are not all of degree 1, and let us form the system B!, B%,... by
repeated application of the procedure of Section 4 to the corresponding ex-
pressions A*.?3 If now the system (B?) is satisfiable, then so is the system

32This extension is especially important for axiomatic applications.

33The B! are then normal expressions of degree 1, but will in general contain a few
more functional variables than the corresponding A*.
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System B!, B?, ... usw. durch mehrmalige Anwendung des Verfahrens von
Abschnitt 4 auf die entsprechenden Ausdriicke A*.33 Ist nun das System
(B") erfiillbar, dann auch (A*) und zwar durch dasselbe Funktionssystem,4
da ja B® — A’ gilt. Ist das System (B‘) widerlegbar, dann ist (nach
Definition) Bl & B?& ... & B™ fiir ein bestimmtes n beweisbar. Durch
entsprechende Einsetzung fiir die in den B* neu hinzugekommenen Varia-
beln folgt dann wie in Abschnitt 4, dal auch Al & A2& ... & A™ beweisbar,
d. h. das System (A*) widerlegbar ist.

Sei jetzt (P1)A',(P?)A?,... ein System von Normalausdriicken ersten
Grades. Fiir ein solches kann man analog wie oben einen n-ten abgelei-
teten Ausdruck definieren, was jetzt auseinandergesetzt werden soll. Die
Leerstellen jedes A® zerfallen in solche, die durch Allzeichen und solche,
die durch E-Zeichen gebunden sind.?®> Das soll durch die Schreibweise
A*( ;) angedeutet werden, wobei die Leerstellen vor dem Strichpunkt
durch Allzeichen, die anderen durch £-Zeichen gebunden zu denken sind.
Ferner sei bemerkt, dafi im Folgenden die Zeichen 2z}, y! nicht einzelne
Variable sondern k-Tupel von Variabeln bezeichnen, wobei das k sich aus
dem Zusammenhang ergibt. Unter dem n-ten abgeleiteten Ausdruck des
vorgelegten Systems soll der folgende verstanden werden:

(Po)[AY (21501 & A (235 09) & . &AM (2E 50t ) & A (25 0)
& A% (23 y7) & A% (25 y2)& ... & AP (22 1592 ))

GAT T & A (Y
&AM (o 4]

Der ganze obige Ausdruck soll mit (F,,)7,, bezeichnet werden. Er baut sich
in leicht ersichtlicher Weise aus der n-ten Ableitung von A!, der (n — 1)-
Ableitung von A? usw. bis zur ersten Ableitung von A" auf. Das Prafix
(P,) soll nur E-Zeichen enthalten und sidmtliche Variable 2z, y binden.
Die in den k-Tupeln z, y auftretenden Variabeln sollen sdmtlich der Reihe
T1,Z2,... entnommen sein. Dabei sollen die Indizes der z nach folgender
Regel bestimmt werden: Die in 27,2%,...,2} vorkommenden Variabeln
haben lauter Einsen als Indizes. z{,, soll das auf z! nachstfolgende k-
Tupel sein (k bestimmt sich natiirlich durch das betreffenden A'). Ferner

33Die B? sind dann Normalausdriicke ersten Grades, enthalten i. A. aber einige
Funktionsvariable mehr als die entsprechenden A°.

34Natiirlich mit Weglassung gewisser in den B? nicht aber in den entsprechenden A®
vorkommenden Funktionen.

35 Ausserdem kénnen noch ungebundene Leerstellen vorkommen, doch stéren diese
die ganze folgende Betrachtung nicht, wenn man nur dafiir sorgt, daf sie mit Variabeln
ausgefiillt sind, welche von den z; sdmtlich verschieden sind.
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(A?), and indeed by the same systems of functions,3* since B' — A° holds.
If the system (B*) is refutable, then, for a certain n, B*& B?& ... & B®
is provable (by definition). By proper substitution for the variables that
now occur in the B, it follows, as in Section 4, that A & A2&...& A",
too, is provable; that is, the system (A?) is refutable.

Now let (P1)Al, (P?)A?,... be a system of normal expressions of degree
1. For such a system we can, in a way similar to the one followed above,
define an nth derived expression, as will now be explained. The argument
places of each A? divide into those that are bound by universal quantifiers
and those that are bound by existential quantifiers.?® This will be indicated
by the notation A*( ; ), where the argument places before the semi-
colon are to be considered bound by universal quantifiers and the others by
existential quantifiers. Furthermore, let us remark that, in what follows,
the signs 2}, ylZ do not denote single variables, but k-tuples of variables,
where % is determined by the context. By the nth derived expression of
the system adopted, we are to understand the following expression:

(Po)[AY (21 u1) & AM (235 y3) & . &AM (2h_ syt ) & AN (25 9))
& A (2hy) & A2 (2399 & ... & AP (221392 4)

EATT ) AT (Y
& A" y0)].

The entire expression above will be denoted by (P,)Ty. It is constructed,
as one can readily perceive, from the nth derived form of Al, the (n — 1)th
derived form of A%, and so on to the first derived form of A™. The prefix
(P,) is to contain only existential quantifiers and to bind all the variables
z and y. The variables occurring in the k-tuples z and y are all to be taken
from the sequence 21,22, ..., and the subscripts of the z’s are to be deter-
mined by the following rule: The variables occurring in 23, 2%, ..., 2} have
only 1's as subscripts; 2/, is to be the k-tuple immediately succeeding 2!
(k is, of course, determined by the A! in question). Further, the subscripts
occurring in y},y? ,,...,yt are all to be different from one another. (In
the schema above, these y’s occupy precisely one of the diagonals that run
from the upper right to the lower left.}) Furthermore, they are also to be
different from the subscripts occurring in the subformula that lies to the

34With the omission, of course, of certain functions that occur in the B?, but not in
the corresponding A*.

35In addition there may still be free argument places; but that will not affect any
of the considerations that follow, if one but sees to it that these argument places are
occupied by variables all of which differ from the ;.



100 Godel 1929

sollen die in y},y2 |,... ,y% (diese erfiillen in dem obigen Schema gerade
eine der Diagonalen von rechts oben nach links unten) vorkommenden In-
dizes samtlich untereinander verschieden sein. Ferner sollen sie auch von
den im links oberhalb der betreffenden Diagonale stehenden Formelteil vor-
kommenden Indizes verschieden sein. Um diese Bestimmung eindeutig zu
machen braucht man nur noch festzusetzen, daf es von den in Betracht
kommenden die mit kleinster Summe sein sollen. Wie oben zeigt man
dann, daf} fir jedes n

[(PHAY & (PH)A% & ... & (P™)A™] — (P)Tn
beweisbar ist. Ist nun eines der (P,)7,, widerlegbar, dann ist auch
(PYAY & (PH)A? & ... & (P™)A™,

d. h. ein endliches Teilsystem des vorgelegten Systems, widerlegbar. Sind
dagegen alle (P,)T, (resp. die zugeordneten Aussageformeln) erfiillbar,
dann ergibt sich wie oben, dafl auch das ganze System von Ausdriicken
(PY)A® erfiillbar ist. Auch die Erweiterung auf Systeme, welche das =-
Zeichen enthalten, ergibt sich genau wie oben.

Die Anwendung des Bisherigen auf Zihlaxiomensysteme ergibt sich nun
leicht. Um zu beweisen, daB jedes Zahlaxiomensystem (es mag endlich oder
unendlich sein) entweder ein Modell hat oder widerspruchsvoll ist, geniigt
es, dasjenige System von logischen Ausdricken zu betrachten, welches
aus dem Zahlaxiomensystem entsteht, wenn man die Namen durch freie
Variable und die Funktionskonstanten durch Funktionsvariable ersetzt
(natiirlich immer verschiedene durch verschiedene). Ist dann dieses Sys-
tem von logischen Ausdriicken erfiillbar, dann auch das Axiomensystem.
Ist es widerlegbar, dann ist (nach Definition) schon das Produkt (IT) aus
endlich vielen Ausdiicken des Systems widerlegbar, also II beweisbar. Also
ist auch IT’ (dieses soll durch Riickeinsetzung der Konstanten an Stelle der
Variabeln aus II entstehen) aus dem Axiomensystem deduzierbar (nach
der Einsetzungsregel). Da aber natiirlich auch I’ aus dem Axiomensystem
deduzierbar ist (durch Anwendung der Formel A — (B — A& B)), so ist
in diesem Fall das Axiomensystem widerspruchsvoll. Es ergibt sich jetzt
auch leicht, dafl jede richtige, d. h. nicht durch Gegenbeispiele widerleg-
bare Folgerung aus einem Zahlaxiomensystem mit endlich vielen formalen
Schliissen erreicht werden kann oder genauer: Jeder in einem Axiomen-
system (As) sinnvolle Satz A ist entweder aus den Axiomen deduzierbar
oder es gibt ein Modell fiir As & A. Das ergibt sich durch Betrachtung des
Axiomensystems As & A, das ja entweder widerspruchsvoll oder realisierbar
sein muf}.
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left and above the diagonal in question. In order to make this determina-
tion unique we need only specify that, of those that may be considered, we
take those with the smallest sum. As above, we now show that, for every n,

[(PYHAY & (PP A% & ... & (P™)A™] — (Py)Tw
is provable. If now one of the (P,)T, is refutable, then so is
(PHYA & (P?)A% & ... & (P™)A™;

that is, a finite subsystem of the system adopted is refutable. If, however,
all (P,)T, (or the associated propositional formulas) are satisfiable, then
it turns out, as above, that the entire system of expressions (P?)A’ is
satisfiable. The extension to systems that contain the sign = is also carried
out exactly as above.

It is now readily seen how what has been done so far carries over to
applied first-order axiom systems. In order to prove that every applied
first-order axiom system (whether finite or infinite) either has a model or
is inconsistent, it suffices to consider the system of logical expressions that
results from the applied axiom system when we replace the names by free
variables and the functional constants by functional variables (always, of
course, replacing different names or constants by different variables). Now,
if this system of logical expressions is satisfiable, then so is the axiom sys-
tem. If it is refutable, then (by definition) the product II of finitely many
expressions of the system is already refutable, hence II is provable. Hence
T’ (which we obtain from IT by substituting back the constants for the vari-
ables) is also derivable from the axiom system (by the substitution rule).
But, since, of course, II’ is also derivable from the axiom system (by use
of the formula A — [B — (A& B)]), the axiom system is in that case in-
consistent. It is now readily apparent, too, that every correct consequence,
that is, one not refutable by counter-examples, can be reached from an
applied first-order system of axioms by finitely many formal inferences, or,
more precisely: For every proposition A that is meaningful in an axiom
system (As), either A is derivable from the axioms or there is a model for
As & A. We obtain this by considering the axiom system As & A, which,
after all, must be either inconsistent or realizable.



